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Представлены известные и новая (являющаяся модернизацией известных) математические моде-
ли поперечной силы трения при нестационарном уводе шины в условиях умеренного и значительного 
трения. Показано применение новой модели для решения модельной задачи колебаний пневмоколесной 
машины, колеса которой несбалансированны. Результаты моделирования сопоставлены с результатами 
моделирования для упрощенной модели шины. 
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1. Вступление. Проблемы безопасности и комфортабельности движения, а 
также ресурса пневмоколесных машин (автомобилей, автопоездов, мотоциклов, дви-
жущихся по взлетно-посадочной полосе самолетов) требуют тщательного изучения ди-
намики качения колес, снаряженных пневматическими шинами. (Упрощая, упомянутые 
колеса будем именовать шинами). Важность и сложность названной задачи обусловили 
рождение и бурное развитие подотрасли механики - механики шин. Наиболее сложно 
построить физико-математическую модель шины, описывающую неустановившиеся 
движения. Кроме прочего, модель должна быть удобной для применения, как состав-
ной части общей математической модели движения пневмоколесной машины (ПКМ). 
Одним из направлений решения такой задачи является создание так называемых праг-
матических моделей шины. К ним следует отнести модель «струна» [1,2]; модели, ос-
нованные на уравнении баланса упругих и контактных сил на шине [3-5]; модели, 
включающие элементы с релаксацией [6,7]; дискретную модель шины [8]. 
В настоящей работе: 
− дано краткое описание выходных данных основной модели установивше-
гося увода шины [9,10] и некоторых из вышеперечисленных прагматических моделей 
неустановившихся движений; 
− произведено сопоставление прагматических моделей между собой и с 
экспериментальными данными; 
− предложена математическая модель для нахождения поперечной силы 
трения, если центр масс шины движется заданным образом в направлении оси качения; 
− на примере модельной задачи рассмотрено применение предложенной 
модели для изучения колебаний ПКМ. 
2. Постановка задачи и выходные данные теории чистого установивше-
гося увода. На рис. 1 показана катящаяся шина. Точка C  есть ее центр масс. При нали-
чии внешней силы, приложенной в точке C  и направленной вдоль оси качения ςС , 
шина катится косо, т.е. образуется угол U  (угол увода) между плоскостью верхней час-
ти колеса и вектором путевой скорости центра масс. При этом в зоне контакта шины с 
опорной поверхностью (далее просто зона контакта) появляется поперечная сила тре-
ния F , направленная противоположно действию внешней силы. Сила F  оказывается 
приложенной не в центре зоны контакта и потому создается момент сил трения вокруг 
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оси ηC , который называют восстанавливающим моментом M . Если в процессе дви-
жения величины MFU ,,  не зависят от времени, то движение называют установившем-
ся. Своей задачей считаем рассмотрение прагматических моделей шины и их примене-
ние при заданном смещении центра масс в направлении оси ςС ; такие движения шины 
будем называть поперечными. 
 
Рисунок 1 - Увод колеса с пневматической шиной 
 
Рисунок 2 - Характеристики трения 
Для удобства и полноты изложения приведем выходные данные основной тео-
рии установившегося чистого увода [9,10]. (Увод является чистым при отсутствии в 
зоне контакта продольных сил трения). Зона контакта включает два участка – участок 
адгезии, прилегающий к передней кромке, и участок скольжения. По мере увеличения 
угла увода участок адгезии уменьшается и при 
cr
UU ≥  исчезает полностью. (Если нет 
уточненных данных для рассматриваемой шины, то величину критического угла увода 
cr
U рекомендовано назначать равной o10≈ [9]). Введем в рассмотрение относительный 
угол увода 
cr



















 кулонов коэффициент трения;  
−N нормальная реакция опорной поверхности;  
−h полудлина зоны контакта;  

















На рис. 2 вверху приведен график функции )(uf f , внизу - )(ufm . Вблизи нуле-
вого угла увода справедлива зависимость: 
 UKF ув= , (3) 
где −= constK
ув
 постоянная шины, именуемая коэффициентом увода и определяемая в 
условиях установившегося движения. Сопоставление первого из выражений (1) и толь-






















3. Движения вблизи нулевого угла увода. 
3.1. Дискретная модель шины. Рассмотрим шину как механическую систему 
двух тел – большого (1) и малого (2), рис. 3 [12]. 
 
Рисунок 3 - Дискретная модель шины 
Малым телом назовем малую по массе и геометрии часть шины, непосредствен-
но прилегающую к опорной поверхности, и, претерпевающую поперечную деформа-
цию ς∆  (рис. 1). На рис. 1 эта часть шины заштрихована. Остальную часть колеса счи-
таем большим телом. Оба тела соединены линейной упругой связью, допускающей их 
относительные поперечные смещения. Жесткость этой связи обозначим 
п
c ; ее называ-
ют боковой жесткостью шины. Массы тел механической системы обозначим 
2





mm >> . Координаты центров масс большого и малого тел вдоль непод-
вижной (связанной с опорной поверхностью) оси, направленной параллельно оси каче-
ния ςC , обозначим 
1
Z  и 
2
Z  соответственно. Продольную скорость обоих тел системы 
обозначим V (эта скорость направлена перпендикулярно рис. 3); поперечные скорости 








−t  время в секундах. 
Остановимся на рассмотрении движения при условии, что 




VconstV == , (5) 
где −= constZ
0
амплитуда и −=Ω const частота вынужденных колебаний тела (1); 
−
0
V постоянная продольная скорость колеса.  











−+ sin Ft −=Ω ) . (6) 







U = . (7) 
В итоге уравнение (6) примет вид обыкновенного неоднородного дифференци-
ального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами относительно 
функции )(
2
tZ . Продифференцировав его по времени, и, учтя (3) и (7), придем к урав-











































β+Ωt , (9) 
где −= constA
1
безразмерная амплитуда поперечной силы трения;  
−=β const
1
























/VD приведенные частоты собственных и вынужденных 
колебаний. 
Сделаем важное замечание: в формулах (6) и (8)-(10) массу тела (2) следует уст-
ремить к нулю, 
 0
2
→m , (11) 
а массу 
1
m  положить равной 
21
mmm −= Σ , 
где −Σm  масса снаряженного колеса. 
Заметим, элементы с нулевыми массами находят применение в механических 
системах, описывающих движение технических объектов [13]. Обстоятельство (11) вы-
звано не только тем, что 1/
12
<<mm , но и тем, что в следствие качения колеса элемен-
тарные частицы, из которых состоит тело (2), быстро его покидают и имеют значитель-
ные продольные скорости, т.е. упомянутые частицы практически не сохраняют задан-
















Ω=β K . (12) 
На рис. 4 сплошными линиями приведены построенные по формулам (12), а 
также по формулам модели «струна» [2] графики зависимостей )(),(
11
ΩβΩA . 
Графики дискретной модели и модели «струна» практически совпали. Пункти-
ром приведены экспериментальные данные [2] для двух типов шин. Заметное расхож-
дение теоретических и экспериментальных данных имеет место лишь на графиках ам-
плитуды при «больших» значениях аргумента. С ростом скорости движения V значения 
приведенной частоты Ω  стремятся к нулю. Поэтому заключим, что при «высоких» 




Рисунок 4 - Теоретические («струна» и дискретная модель при 0
2




В [14] при изучении колебаний движущегося по взлетно-посадочной полосе са-
молета использовалось уравнение (6) и условие (11). Такой подход назовем моделью 
предельного перехода. С математической точки зрения использование упомянутой мо-
дели требует применения теории обыкновенных сингулярно возмущенных дифферен-
циальных уравнений [15]. 
3.2. Шина как элемент с релаксацией. На рис. 5 приведены точечный эле-
мент с релаксацией (а) и обычный упруго навешенный точечный элемент, часто ис-
пользуемый в расчетных схемах механических колебательных систем (б). Они разли-
чаются тем, что в первом случае пружина и демпфер соединены последовательно, а во 
втором – параллельно. 







===== Σ . 
Тогда уравнения равновесия сил будут иметь вид [7]: 
 
 а) б) 





























−=−=− . (13) 
Легко заметить, при произвольном законе )(
1
tZ  и условии 0
2
=m  уравнения (6) 
и (13) совпадают. Уравнение (13) есть упомянутое во вступлении уравнение баланса 
упругих и контантных сил [3-5]. 
Снова положим 
0
VconstV ==  
и с помощью уравнения (13) получим закон изменения поперечной силы трения F , ес-
ли произошло скачкообразное изменение угла увода (рис. 6). Рассмотрим случай, когда 
катящаяся без увода (и соответственно при нулевой поперечной силе трения) шина в 
течение бесконечно малого промежутка времени перешла в режим установившегося 
увода с углом увода 
*











cK , (14) 
где −
*






S  путь, проходимый точкой C  вдоль оси 
gg





длина релаксации.  
Продифференцируем уравнение (13) и учтем только что введенные обозначения. 
Придем к дифференциальному уравнению первого порядка с разделяющимися пере-














SFSF . (15) 
График этой функции приведен на рис. 7. Он физически правильно описывает 
процесс возникновения поперечной силы трения при резком повороте колеса ПКМ. 
 
 
Рисунок 6 - Скачок угла увода 
 
Рисунок 7 - Скачок угла увода. Поперечная сила трения 
4. Движения вблизи произвольного докритического угла увода. 
Положим, что 
cr





= . (16) 














u  основной относительный угол увода. 
Построим математическую модель для определения функции )(tF , считая, что 
решена задача обращения функции )(uf f  и для рассматриваемой области изменения 
углов увода найдена аналитическая зависимость 
 )( ffu Φ= . (17) 
Запишем уравнение баланса в виде: 
 )()(
*12
uNfFZZс fп µ−=−=− , (18) 
где (см. (7)) )/()/(
2 cr
VUdtdZu = . С учетом (16) после дифференцирования уравнения 














С помощью этого уравнения можно найти функцию )(tf f  и затем – функцию 
)(tF . Уравнение (19) является неоднородным нелинейным дифференциальным уравне-
нием первого порядка с переменными коэффициентами. На рис. 8 представлена блок-




Сопоставим результаты математического моделирования, полученные на основе 
уравнения (19), с данными экспериментов. С этой целью рассмотрим динамическую 
реакцию шины, которая движется в режиме установившегося увода при произвольном 
докритическом угле увода, на скачкообразное изменение угла увода. Данные экспери-




Рисунок 8 - Блок-схема определения поперечной 
силы на шине 
 




NconstN == , 
0
VconstV == . (20) 
Введем обозначения: 










)0( uconsttu ==> ; 
0
)0( FtF == ; 
**
)( fuuf f == ; **)( FuuF == . 
Считаем, что допустимо приближение 







С учетом первого из равенств (1), (20)-(22), а также новых обозначений после 














Произведем замену переменной: вместо размерного времени t  будем рассмат-






Тогда, учтя (4) и последнее из равенств (14), вместо выше записанного уравне-






















⋅−−+=  (24) 










 длина релаксации при движении вблизи угла увода 
ос
u . Как это видно из вы-
ражения (24), длина релаксации не зависит от соотношения величин 
*0
,FF  и потому 
всегда можно указать такую окрестность точки 
ос
uu = , что линеаризация (21) будет до-
пустимой.  
На рис. 9 жирной сплошной линией показан теоретический график, построенный 
на основе математической модели (19); остальные линии соответствуют замеренным 
величинам [6]. 
Об адекватности предлагаемой модели шины (уравнение (19)) говорит следую-
щее: 
− модель является обобщением апробированной модели установившегося 
движения [9-11]; 
− применение модели вблизи нулевого угла увода приводит к результатам 
хорошо согласующимся с экспериментальными (рис. 4); 
− тестирование модели по параметру «длина релаксации» при движении 
вблизи произвольного основного угла увода приводит к удовлетворительным результа-
там (рис. 9). 
5. Применение предлагаемой модели поперечной силы трения. На рис. 8 
показана модель движения ПКМ и система неподвижных осей OXYZ . 
 
Рисунок 10 - Модель движения пневмоко-
лесной машины 
 
Рисунок 11 - Эффективная характеристика 
трения 
Модель ПКМ состоит из двух упруго связанных тел - корпуса и опоры шасси. 
Корпус и опора шасси движутся поступательно. Жесткость упругой связи при относи-
тельном поперечном смещении тел равна с . Движение корпуса задано: 
tWZtVX
кк 00
, == ; 
0000
,, VWconstWconstV <<== , 
где −
00
,WV продольная и поперечная скорости корпуса. Продольная скорость опоры 
шасси всегда равна продольной скорости корпуса. Изучим поперечное движение опоры 
шасси при «больших» углах увода колес: 
]1;6,0[∈u . 
Движение при данных углах увода происходит при умеренном скольжении ши-
ны. 








С µ−=−=−+ , (26) 





Z поперечная координата центра масс колеса, эквивалентного опоре шасси. 
Уравнение (26) нужно дополнить уравнением (19) и зависимостями 
 )(),( fftN Φ , (27) 
а также начальными условиями движения. 
 На основе уравнений (26), (19), доопределенных зависимостями (27), построим 
математическую модель изучаемых поперечных колебаний опоры шасси, переходя к 














2/1 /;)(, ==ωω=τ . (28) 





,10)],(1[ . (29) 
Реализуемость закона (29) обсудим позже. 
Сила трения равна 
)]([)()(
*
tuftNtFF fµ== , 





= . (30) 
С помощью нижеприведенной таблицы можно судить о погрешности, вносимой 
аппроксимацией (30): во второй строке приведены значения, вычисленные по первой из 
формул (2), а в третьей – по формуле (30). К тому же, из таблицы следует, что нужно 
ограничиться значениями 
]000,1;938,0[∈ff . 
=u 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 
0,936 0,957 0,973 0,984 0,992 0,997 0,999 1,000 1,000 
0,938 0,954 0,967 0,978 0,986 0,992 0,997 0,999 1,000 





=Φ= . (31) 
Приняв во внимание (19) и (26)-(31), получим следующую математическую мо-




































−ττ )(),( fC fu искомые функции. 
Для анализа полученных результатов наряду с математической моделью (32) бу-
дем рассматривать упрощенную (опорную) математическую модель, к которой свер-




uu . (33) 
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ε−=−+ , (34) 






sin[)~1()~( 2/1uuuf Nef  
эффективная характеристика трения. На рис. 11 сверху показан график эффективной 
характеристики трения при 0=ε
N
, снизу – при 125,0=ε
N
. 













Систему (32) легко привести к нормальному виду. Основным методом изучения 
решений изберем метод численного интегрирования методом Розенброка. При этом бу-
дем использовать пакет прикладных программ «Mathcad» и сопоставлять решения сис-
темы (32) и уравнения (34). Убеждаемся, что стационарный режим движения перестает 
быть устойчивым, если точка 
0
~
wu =  
находится на падающей части графика эффективной характеристики трения. На рис. 12 









===τ==τ==τ o& ffCC ffuwu . 




−τ ; жирной сплошной 
линией «2» - график функции 1)( −τff ; пунктиром – график функции 0)(
~
wu −τ . Обра-
тим внимание на скачок на графике «2» в начале движения. Для сопоставления пере-
менной и постоянной составляющих нормальной реакции на рис. 13 представлен гра-
фик функции 
0
/)( NN τ . 
 
Рисунок 12 - Результаты численного интегрирования 
 




Обсудим реализуемость закона (29). На рис. 14 изображено катящееся колесо с 
набором несбалансированных масс nim
i
,...,1, =ε . Упрощая, будем полагать, что несба-
лансирована лишь одна масса εm , Mm <<ε . Она находится на удалении r  от точки C , 
а угол поворота )(tϕ=ϕ  в начальный момент времени составляет 
0
ϕ  радиан. При по-




==νϕ+ν=ϕ . (35) 
 
 
Рисунок 14 - К вопросу об изменении нормальной реакции 
Из-за несбалансированности колеса нормальная реакция будет включать посто-
янную и переменную составляющие: 
 )()( 0 tNNtNN ∆+== , (36) 
где 
 )(cos)(; 20 trmtNconstN ϕν=∆= ε , (37) 
а угол поворота изменяется по закону (35). 
Как можно заключить из графика «1» рис. 12, переменная компонента фазовой 
переменной )(tu
C
 при определенных (выше оговоренных) условиях приближенно ме-








 амплитуда автоколебаний;  
−=φ const
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Положим, что выполняются условия 
 π=φ−ϕν=ω
00






−=ϕ . (39) 


















+= εε , 
то придем к закону (29). 
Для анализа полученных результатов с технической точки зрения укажем, закон 
(29) справедлив при наличии дисбаланса колеса, а также при определенной скорости 
движения ПКМ и определенном временном смещении (задержке) гармонических зако-
нов изменения переменной составляющей нормальной реакции и поперечных колеба-
ний опоры шасси. Вполне понятно, что к эффекту аналогичному дисбалансу может 
привести кинематическое возбуждение вертикальных колебаний опоры шасси при 
движении по неровной опорной поверхности. 
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Оценим величину размерной деформации связи корпуса и шасси в условиях ре-
альной пробежки ПКМ, исходя из того, что переменная составляющая относительного 
угла увода изменяется по гармоническому закону с амплитудой 1,0
*
=A  (рис. 12), а 
2,0≈
cr





















Заканчивая параграф, сопоставим опыт использования модели предельного пе-
рехода [14] и предлагаемой модели. При решении рассматриваемой в параграфе мо-
дельной задачи поперечно поступательного движения ПКМ и использовании модели 
предельного перехода получим систему 4-х обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка со стремящемся к нулю множителем при производной [14]. При 
использовании модели (19), как это видно из рассмотренного примера, получим систе-
му 3-х обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка с множителем 
при производной лишь немногим меньшим единицы. Модель (19) допускает получение 
решений стандартными методами изучения жестких систем. 
6. Выводы. 
1. В работе даны описание и (или) результаты применения известных прагма-
тических моделей поперечной силы трения на шине. Развивая идеи и подходы извест-
ных моделей, предложена новая модель – уравнение (19) и блок-схема (рис. 8). 
2. На примере модельной задачи о колебаниях пневмоколесной машины при 
умеренном скольжении колес шасси представлены методические подходы математиче-
ского моделирования колебаний пневмоколесных машин при значительных углах уво-
да колес. 
3. Показано, что при определенных обстоятельствах могут возникать попе-
речные автоколебания опор шасси, которые не только влияют на характеристики уста-
лостной прочности элементов машины, но и могут явиться фактором существенно 
снижающим безопасность движения. Упомянутыми обстоятельствами являются: попе-
речная скорость корпуса машины, определенное значение продольной скорости, нали-
чие дисбаланса колес шасси. Опасные автоколебания шасси могут возникнуть при об-
гоне на высокой скорости автомобиля; при посадке с боковым ударом в опоры шасси 
самолета и т. п. 
Полученные результаты целесообразно учесть при математическом моделирова-
нии движения пневмоколесных машин; разработке рекомендаций к их проектирова-
нию; анализе причин дорожных и летных происшествий. 
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Представлені відомі і нова (що є модернізацією відомих) математичні моделі поперечної сили 
тертя шини при нестаціонарному відведенні в умовах помірного і значного тертя. Показано застосування 
нової моделі для вирішення модельного завдання коливань пневмоколісної машини, колеса якої незбала-
нсовані. Результати моделювання зіставлені з результатами моделювання для спрощеної моделі шини. 
The known is presented and new (being modernization of known) mathematical models of transversal 
force of friction at the non-stationary withdrawal of tire in the conditions of moderate and considerable friction. 
Application of new model is rotined for the decision of model problem of vibrations of vehicle the wheels of 
which are unbalanced. Design results are confronted with the results of design for the simplified model of tire. 
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